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Neue Theoreme zur Lehre von den bestimmten Integrulen.

Voti Dr. Anton Wincklcr,

lV,fc».s,„- ,1,.- i,n,U(,lsd„.„ (M.omok-io un.l ,l,vs SUnali,,,,. - /.oiclnu.ns an .lor k. k. loclnusch.,!

lii'lu;iiisl.aU /.u Uruuii.

(Vorgcleii't von llon-ii Priil'. 1' e t/.v a 1.)

Die Thcoric dor bostijamten Intcgrale, welclic seit Euler's

bcruhmton Arlieiton mil den intercssantesten Resultaten l)ereieliert

wordeii ist, wird wegcii dor Wichtigkeit derselben bei Unter-

sucliuugeri Cibor Gegcnstiindo dor Physik, der Wahrschcinlichkeits-

rccluiung etc., —wcgon ihm- eigcnthiiinlieheu Uctraclitungswcise

uud ais iiatiir'liche Weitcrentwickelung dcr Theorie der Functionen,

fur don Mathematiker stcts ein ausgezeiclinetes Iiitercsse belialten.

Wenii die Vermolirung der olinehin schon sehr zahlreichen Ein-

zclhoiten, weldien nuui auf diosem Gebiete begcgnct, ohne Zweifel

fortan wunschenswcrtli bleibi:, so gilt dies in nocli hiiherem Grade

von dcin Strebon naeli Veraligeineincrnng, wodurcih oft eine Reilie

isoiiil stehendor llosidtate auf cine gemeiaschafHichc Quelle zuriiek-

gefiiiirl; werden mid daiin in sehr allgemoinen Theoremen ihren

gemcirisamon Ausdruck linden. Eines dcr schonsten Beispiele fiir

dieson EnLwi(!keluiig.sgang hilden die integralo, welelie man nach dcm

Vorschlago Legendre's die Euler'sclicn nennt, und welebe noben

der hervorragendcn RoUe, die sie in praktisehen Untersuclmngen

si>ielen, sieli in tbeoretischer Hinsieht durcb sebr racrkwurdige,

in stols grosserer Allgemeinbcit hcrvortreteiide Eigenschaften aus-

zciehnen, darum audi der vorziiglicben Sorgfalt werth ersdicinen,

womit sie unausgesetzt von fast alien neueren Geometern untersucht

worden sind. Ungeachtet dioscr viclscitigen Diirehforsdiung bieten

jeno Euler'sdien lutegrale der Retrachtung imnier wieder neue

Gesidilspunkte dar, weicUe weiter verfolgt, audi zu noncn Resultaten

und thdlweise zu Satzen fiihren, welche an Allgemeinheit die bisher

bekannten iibertrenon. Uni in dieser llinsicht nur Eines liervor-

zuheben, wurde das Euler'sche Integral zweiter Art (die sogenanntc
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Gammafunction) fiir coinplexo Wortlie ties Arguments liis dahiii cinci-

ausfuhrlichern Untersuchung nichi; iirilerzogcii, obglcieli die enl-

spreclienden Iiilegrale niclit selten auftreteri und iiieht minder
interessante Eigenschaften ais die den Gammafunctionen /uicommen-
den besitzen.

Mit der Begriindung von Resuitaten bezeichneter Art wird sicli

die vorlicgendc Arbeit bcschaftigen, wobei es nicbt unteriassen

wcrden soil, Rcsultate, welelie der Betraclitung m Grunde gelegt

werden oder gelegentlich aiis neuen sich ergebcn, und wolehe
meinos Wissens beroits bekannt sind, in jedcm einzel nen Falle
als solcbe zu bezeicbncn.

Wcnden wir uns zur Sachc.

1.

Wenn die beiden Ausdriicke

'P(x) und F(,,j.-y —
.//(,,,„)

fiir einen zwiseben den Grenzen a. und |3 liegenden Werth von
X sich auf Null reduciren, ohne dass ihr Verbaltniss:

F(x,b) —P(x ,a)

]f{x)

uncndlich gross wird, so stellt das von x = « bis x = jS sieb

erstreekende Integral dieses Quotienten die allgemeine Form einer
zahlreichen Classe bestimmter Integrale dar, dercii Wertlie in

mancben Fallen dureb vorhcrgebende Verwandlung in Doppel-
integrale erballen werden konnen. Zwei soleber Transformationon,
welebe an sicb bemerkenswertb zu sein sclieincn, und zugleieb
einige spater zur Anwendung konunende llesultalo liefei'n, miigen
hier vorausgesebiekt werden.

Es sei />,,„, eine Function der beiden Veriinderlichen x, y,
welebe also in jedcm einzelncn Falle aus />,,«) oder //(,,,„^ erbal-
tcn wird, wenn man y an die Stelle von h oder a selzt. JJildet

man den partiellen Differentialquotienten dieser Function in Hezug
auf ;y, multiplicirt ihn mit dem Ausdrucke:

dx dy
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uiul irilogi'irt hicrauf das Product nach or und y, rosp. zwischcii den

Grorizon oc, /3 utid a, h, und zwar zuerst nach y und dann nach x,

dann al)er audi in dor uragekchrten Ordnung, so erhiilt man die

Gleichung

:

/ / r" r

a a

dFQx,y') dx

(hj iJ/(.,')

Man sicht hieraus, dass wcnn in ii-gend oinein besondern Falle

die Gleichung:

dF(.x:,y') <p(.r) dF{x,y)

dy f(y-)
dx

besteht, oder, was dasselhe sagt, wenn F(iV,y) die niiher bestimmte

Form

hat, das vorgelegte Integral sogleich durch ein anderes vermoge der

Gleichung

J >P(.r) ^ } J cp(„) ^ J

crsotzt wcrdeu kann, (lessen Worth fiir bcsondere Wcrthe von a and

|3 sicli oft unmiltelhar angehen liisst.

Die gcdachte Voranssctzung lindet z. 15. Statt, wenn

"J^i^x) ==iP und i' (,,.,»)
i'e'i.ri/ 4- Qc'^yj^R

wol'iir y (y) = y orhalten wird. Setzt man ansscrdeni noch a = o,

|3 = oo, so tindct man

X
I

Pe^''-" + Qe''-': + 11 Pe'i"'V + Qe<^+R\ ^ P + Q+R "^ 6

"

1st ferner f (x) = x, und F(.r,j) = «-'" also f (y) = y, so crgibt

sich fiir dieselbcn Wcrthe von « und |3 die bekanntc Formcl:
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/il«-"-'-i = %I-

vorausgoset/t, dass n und h positive GriJssen scien.

2.

Aus dor zuletzt gefundoneri Glcicluing lassen sieli einigo andorc

Foi-mcln ableitcri, welclio dos spateni Gebraiiclics wegon hcmoriit

werden mijgen.

Man Motzc a + hV—1 fiir a und «, -|- b^ )/ —1 fur /;, uiid

beriieksichtigo die Gleichung:

% hV —\ 1

2

a2 + V-

a^ + b, \^^i
Ion —-

r 4-1/ —1 aretn arctg —

trenno audi unter dem Iritegralzeichen das Reellevon dem Imaginiiren,

so wird man linden

,

—\e ""^
cc;.s I) X —6'""!^ cos u^x I = - log —

;

dx ( \ b b\—ycr-'"' smbx —(r~"'''sinhiX I = arclg ardg —

Setzt man in der erstern «, = a und A, = o und integrirt

dann zii beiden Seiten nacii a, von « bis oo, so findet man nach

Ausfuhrung der betreftonden , einfachen Integrationen

:

Fiir rt = folgt hieraus, wenn man zugleicli 2b fiir /y setzt:

fsin hx\ii Ji

dx = 0>
X J 3

wie indessen auch aus der beltannten Formel:

sin b X

/P

/ dx = -
X i

gcfunden werdon kann.
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Setzt man da,a;cgon in ilcr urspriingliulicn Formel ay I'ur a uiid

intogrii't dann boiderseils nacli y zwisclicu don Gronzcn a uiid (3,

so wird man alshald crliallen:

X

g—«p.r ,—(> —«a.r'—- (|3— a) e-''-' +

= /3 %|3 —a %a —(j3 —a)
[^1 + b(j -

j

oder, wenn man, um abzukiirzen, x fiir ax, sodann ~ = k and

zulet/t wieder a und S fiir a und j3 setzt:

/^ (/>— «)«^'"' +

= b log h —a log a —(It —a,) (1 + %k).

Ilieraiis wiirden sich aiif alinlichcm Wegc noch beliebig vide

neue Glcicluingcn, ohno dass die Integration scliwierig wiirde,

entwickoln lasscn.

Setzt man ferner in der nrspriingliclien Gleichung ausser ay

fiir a audi nocli by fur b und intcgrirt dann nadi y zwisclien den

Grenzen a und |3, so erhiilt man:

/ x"

. e—np.c e—imx—e—'>9-' = (13 - a) log - .

Schliesslich wolloii wir ans den bciden Gleichungen, welche oben

durcb Substitution dcs Iinaginaren erhalten worden sind, zwei andere

dadurdi al)icit(;u, dass in der erstorn by fur b und bty fiir bi , in der

zwciten dagegcii by fiir b, ay fiir a und o fur bi gesetzt und dann

jedesmal uacb // zwisclien don Grouzon uiid 1 integrirt werde. Die

Ergebnisse sind:

M—-

{
bi e~''-'^ sin b ;v be "'^sinbi.v

. 7 (1 7 "I'^ + ^'i'' 0^1 b, a h

a^ + 63

/oo
ilx{ . )

b

-^\b —e^'"" (« sin b,T -\- b cos b.T)> = (rt'^ + b~} ardg -
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Dividirt man die orstore diescr Glohiliungen diircli h imd solzl:

/) = 0, so erhiilt man weiter nocli:

/§('
sinh.x \

3.

di' + h^^

«! arctg
h

f>i.

Eine zweite, theilweise der vorigen ahnliche Transformation

beruht aiif der folgcnden cinfaclien JJomorknng. nezoielmet allgcmcin

(x, y, z, . .) cine liomogenc Function des n"" Grades von den m
Veranderlichen x, y, z . . ., &o Juit man nach dem Theorem von

E 111 or die Gleiclinng:

M
,

M dO
x-~-{-y —--^ z~--\- ....== nQ_dx dy dz

Bozeichnet nnn ferner iF'(H-) irgend eine Function von 0, so lasst

sich audi fiir diese eine, soviel mir bekannt, nocli nieht bomerkto,

fast eben so einfache Relation aufstcilen.

Multiplicirt man namlich die angefuhrte Gleichung mit —iind

beaehtet, dass:

dF dO

dx

d . xF^S)
Fi

dO dx dx
^^^'^

und dass alle ubrigen Glieder sich in gieicher Weise iimgestalten

lassen, so findet man:

dF(B)d . X i^(H) d y Pfe) (/ . a F(^)
"1

1:.
1 r~ 1- • • • = rat

dx dy

= 71 .

d . F(0)

Jo""

dO
+ mF, (6)

+ {w, —n)F([)y

Diese Gleichung ist wohl dor aligomeinsto Aiisdruck der

charakteristischen Helalion homogener Functionen. Es ergilit sicli

zugleich daraus, dass fiir n = m, d. ii. fiir don Fall dass dor Grad

der Function der Anzahl dor Voriindorlichcn gleiciikonunt, die

rechte Seite dor Gleichung sicli auf m .-

rfO
also wio die linkt

lediglich auf DilTerentialquotienten redueirt.

Hier soli l)los von dem Faile w, = 2 des Weitern die Redo soin.

Multiplicirt man die entspreehende Differentialgleichung mit dem
Ausdrucke
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dx dy

.)-(.r)

iind iiilogrirt sio (liuin Miieli ,f und y resi). zwisclieii den Grenzon

a, |3 mid n, h, so orgihl: sicli, bci gleiclizeitiger Umkoliniiic; dei-

liitogratiorusfolge die sclir allgemeine Gleicliiiiig:

r^ dx r \ r 1 f *** d..vF(^)

J I;,
''^c.K.../<))

- «^>(-'o) +y <V j^ -~j^-
a

' a a.

wovon die folgendon bosondei'cn Falle hcrvorgeholion zii worden

verdiencn.

Piir ^(x)= 1 ergii)t sich iinmittelhar:

o a

r" r"

a "

Daraus folgt der bemerkenswertlic Satz, dass man zur Reduction

dcs doppelten lutegraLs linker Hand, wciin mu- eine homogene

Function n"" Grades von x und y ist, kcinorloi Integration zn ver-

richten nijthig hat, wie sonst iv\o) von abliiingcn niiige.

Ist /(O) als die Function gegcben, welchc dor doppelten Inte-

gration nach X und ;;/
untcrzogcn wcrdcn soil, so muss man, uin die

obige Forinel aiiznwondon, erst /''(o) als Integral der lineareii

Differontialglcichung

rf./'\0)

nf)
dO

+ 2i/(0)=/(0)

ermitteln.

Setzt man dagegen voraus, es sei F(0) = gegeberi, so folgt:

a a

r^ r''
-^•^ \jdx (/>0(,,«) - a 0(,,„)) + Jdy (|3 O^p,,,) —a 0^a,,^)

11 +
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Diese Rcsnitatn driickon ziiglcich none Eigonsoliafton der liomo-
gcnen Functionen aus

4.

Rijcksiclitlicli der Anwondiing' auf bestimmte Intcgi-ale von dor
Art. 1 l)czoiclinolcn Art, bemorke man, dass aus doiri Obigeu die
Gleichung folgt:

^<y/.77r^ 1%) + (^9 -s
dx ) df.

und

Umeinen besondern Fall zu erortern, sci hierin:

Dann erbalt man:

'd.i

a = , /3 = oo.

« '^ ^ ' d-xy )

Fuhrt man fiir x cine none Vcrandorlielie / oin, bestimmt durcb
die Gloichungen :

^^1) = t , dx =
so fin dot man

y

Diose Gieichimg stellt einen der besonderen Falle dar, welche
dor in Art. 1 bezcicbneten Classo von bestimmton Intcgralon cigen-
thiimlich sind, bei dcnen es, im AUgomoinen, unsicber scbeint, oin

Integral von der Form dcs linker Hand stehenden in seine zwei
Bcslandtboilo zn zerlogon und nacli Transformation jedes einzelnen,

dicselbeii wiodor in oin Integral zu vereinigen. Man wiirdo ein vou
dem obigon ganz vorsohiedenes Rosnltat erbaltcn, wollte man im
ersten Theil hx und im zwciten ax dnrob die none Verandcrlicbe
t ersetzen.
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Die olion oi'liallono Glcichung liisst sich untei- gcwisscMi Voriuis-

sctziingcn nocli riiihei- iuisfijliron. Das Integral kann offenbar niir

dann eiiicn endlichen Werth erhaltcn, worm F(() fiir t =00 vcr-

schwindet. Dies vorausgesetzt und aiigcuommen , cs sci fiir t =
d(!r Worth von

tF{t?^ = .To,

ersotze man d.tFip) dui'di d.{th\t) —2o) und bemerke,dass durch

partielle Integration sicli ergibt:

80 hat man, wenn dor crste Thcil dor rochton Seite verschwindet,

die Glciehung:

woraos horvorgelit, dass untor don gemachten Annahmen das vor-

gelogte Integral nur von doi' DilTcrenz {b —(i) abliiingt.

Urn nooh mehr auf Einzelheiten einzugehen, nehme man an, es sei

Fen ='(0

Dieser Ausdrock verschwindet in der That, wenn t unendlich

gross wird, und der Worth, wolchom sieh das Product tF(^ir^ fiir

t = werdend naliort, ist offenhar:

T„=-.

Man hat also die Gleichung:

^'00 A. 00

Die Ermittelung dieses lotztorn Integrals hat nun koine Schwic-

rigkeit, und es ist sogar loiclit auf vorschiodone Arton dazu zu

gelangen. —Oil'enbar i)csteht die identische Gleichung:

e^t —i %t 2 V ) ^ V—1 t ^
'i J

Vea<—1 'it ' 2 f
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Multiplicirt man diesclbo mit —und integrirt sie dann von o

l)i,s oo, so wcrden die Integrale dcs zweitcn urul dritten Gliedcs nicht

nur (uidliclic Wortlie lial)cn, sondcrn aiiidi gcnaii cinander gleicli

sein. Voin lotztern iiiiorzoiigt man sicdi sogloicli , wonn man im

1

dritten Gliede dio Intogrationsvorandprlidic / dnrcli
_ /: crsotzt. Urn

zu sclion, dass jcdos Integral endlicli ist, goiiiigt os, dio I'urictioii

unter dcm Intogralzeieheri fur t = o zii bestimmen , wofiir man fac-

tisoh oincn ondJichen Worth eriiiilt. Kn ])Ioilit soniit auf dor roohton

Soito fiur alloin das erste died stohon, dossen Wortli Ma(di Art. 1

i= —— loff 2 ist und man hat das Vorlangte:

Wegen dor l)osondcrn Wichtiglteit dieses Ergohnisses sohoiiit

cs angemosscn, dasselbo auf oine zwoite," viillig vorschicdono Art zu

entwicifoln. In dor Gleichuiig:

dt

2 k

sotzo man fiir k siiccossivo alio garizon Zahlon 1, 2, ;$.... und vcr-

sobo dio Gliodoi' dor ontst('bendon Iloihe, welcbo oiiioni goi'adoii

Werthe von k entsprechen, mit dom nogativon Voizoichen, so wird

man crhalten:

jdt
12 + fi 2" H- P

Da nun die lloiiio imtor don Integralzeichen (s. Eulor. Intro-

ductio in anaiys. inlinit. Cap. X} don Ausdruek

if A ^)
und die lleilie rcchter Hand log 2 zur Summehat, so folgt

giti

1-] =
,

%2.

Sotzt man mm / fiir nl, so gebt dioso (iloiebujig gonan in die;

oi)en gofundenc id)er.
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zur LeluMi von deii liestimmteii Integ;ralci).

Das Resultat dieser Rechnuner ist also die Formel:

idx

X VfiAx ^^~hx
— ]^~(a —b)loq2.
ax e—ax) 2

J J

;i99

6.

Setzt man in der allgemeinen Formel des Art. 4

y
0(,x,y)

=
h^) X" , n

und fulirt fiir x einc neue Vcranderliclie t ein , bestimmt durch die

Gleichungen:

xi =^ y , dx — ',"'.

so orfolfft:

Sctzt ma;i auf dor liiikon Seitc fiir x und fuIirt man auf der

rocliton die l)eiden Integrationen aus, so erliiilt man die weitere

Gleicliung

:

Jdx{j)F(,,,,.) —«i^(„^)] = [^Vfcoj^- % •

Audi auf dieso Gleiehung ist, liinsichtlich dor Zerlegung und
Transformation der eiiizelnen Tlicile des Integrals linker Hand die

im Artikel 4 gomadito Bomerkung zu heziehen. Der Jrrthum, wel-

cher eintreten kiinnle, ist liier wolil uuzweifelliaft; denn man
erhielte, indem x fiir bx und dann fiir ax gesetzt wurde, fiir das

Integral auf der linken Seite inuner Null, was, wie man sieht, wolil

in einzelnen Fallen, im Allgemeinen ahor nielil riehlig ist.

Urn dies in concreto zu zeigen, nehine man an, es sei

1

^(0 = ^ %(p + q <'-'),

so ist

und man hat unmittelbar das Resultat:

Sitzb. d. matlicm.-nnturw. 01. XXI. Bd. II. H«. 26
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—log
'-—̂ = log - . log [i + -|.

Umeinige weitere Anwendungeu zu maclieu, sctzen wir

:

dx if

,

k\''x /-. k \'")
, , _ h

und erhalten

Setzt man sofort fiir F(<) die Ausdriicke:

1 1 1

und

t (k+ty i

arctf/t

arctg e*

t i—e-i'i i—e-t

so wird man leicht zu den folgenden Integralbestimmungen gelangen

:

dxi i 1)16
^ X \{k + hxy^ {k + ax)") ft" •'a

dx ( ^ " , ^
- - \arctg e -^ —ardg e"' I = - log

dx ( arctghx arctgax ) /rc 1\ h

g X \i —e—^i'^ i_e— ataj V2 k) •' a

Jdxidx \- [ = 6'-™ log y.

Die Werthe, welche tF(Cj im t = o uud if =^ oo annimmt,

lasscn sich indesseii nicht immer so leielit angcbon, wio in don ehen

betraelitelen Fiillen. Als Bcispiel hierfur kann der Ausdruck
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dienen. Wir wcvden cinige Ftille diescr Art nijlier erortcrn. Die-

selben beziohen sicli auf die sogenannteGammafunction, mit wclcher

slcli das Folgonde weitcr bescliiiftigen wird.

Setzt man in dor friilier erhaltenen Gleichung:

„-px )-<
welche nur gilt, so lange p und q positiv sind

:

setztman voraiis, dass j)(/) und if'(0 fur allc zwisclieno undooliegenden

Werthe von / positiv bleibon, multiplieirt man ferncr die obige Glei-

chung mit f'(^()dl: luul intcgi-irt sie zu beiden Seilen inncrbalb dcr

Grenzen o und oo, so crgibt sicli die Gleichung:

'^'//(O {^'-'-'''^ - ^'-'^«) dt =Jr(t)io/^dt.

Bezeichnen nun a, h, a, (3 positive GriJssen der Art, dass

a : a = ?> : |3

und zugleich jedes dieser Verliiiltiiisse grosser als die Einheit ist,

so kann man, den obigen Jledingungeii entsprechend, sctzcn

:

f (t) = at —a loff t , ^{^t)^ht—^ log t

und wenn man - = - mit Ic bezeichnet, so ergibt sich
a a.

1^1 = 1
•PCO ft"

FUgt man diesen Annahmen noch die weitero bci, dass

/•(/)= if H.-'C'-'"',

SO geht die obige Gleichung liber in die folgende

I' ' I) ^

= logk.Jii

Da nun:

SO ergibt sich, wenn inan zu beiden Seiten die Integration in Bezug

auf/ ausfiihrt, die Gleichung:

26*
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dx i r(t<.i;+|i)

X {{ax + mY^+v- {bx4m)9^+\'-] ml'-

Lasst man a und (3 in der Art ohne Ende abnehmen, dass

bestiindig j3 = a /c bleibt, so erliiilt man ein in Art. 6 gel'undenes

Resultat wioder.

Bezeichnen nochmals a, b, a, j3 positive Grossen, wclchc dor

Proportion a-.a =lr.^ Geniige thun und sclzt man jetzl::

y (t) = {a -\- &) log (1+ rt) —a. lojj I,

^ it) = ib + ^) log (1 -I- rt) - /3 log t

/UL—

1

f(l\ = ^J^

wobci r, m, \x positive ('onstanten vorstellen triiigen, so (U'halt man

unter diesen Voraussctzungen:

f (<) a + a^ ""
6 + P

und

V7 ((t + rO('«+«) .T+m+|i (1 -^ rOC*+P)^+'»+I^J

Oder also, wenn man zu beiden Seiten die Integration in Bezug auf t

ausfiihrt:

r((;4+p).r+M+,i,)(

Wie man siebt, ist dor Wertb des Integrals von der posiHven

Grosse r unaiibiingig. Setzt man r = 1 und iiissl man a. und /3 so

verscbwinden, dass bestandig |3 = a bleibt, so kann man die

Gleichung durchgehends mit I'd,) dividiren und dann der Kiirze

wegen n fiii- w. + /ji setzcn. Man erhiilt dal)ei die Gleiebnng:

d X iV {(ix+wr) r(4.r4m)) i'(m) . ''

.» (r('>-'--f") Y(j>x-irny) r(«) • «



"?J?»rJ'''v^

Mtr hiihre von Am bestimmten Integralen. 403

Es 1st klar, d;\ss auf cinem Wegc, weleher dem bisher eingo-

schlagonen analog ist, noch viele andere, mehr oder weniger

allgemeine Formeln erhalton werden konnen. Man konnte z. B. die

von scll)st cinleuchtende Gloichung zu Grunde legen

:

fx--^dxff{t) .
.-<fW dt =- l\"0./^i <l^'

wofiir wir als spociclle Anwcndung nur deu Fall bemerklich maehcn

wollen, in welcliem

Man erbiilt, untcr der Voraussetzung, dass k eine positive

Grosse sei, die Heductioiisforniel:

-kx) ,;<'-*••) dx
IV)

/ t-'" 6'' dt

u. s. w.

Theorem. Bezcicbnen «, 6, /c positive GriJssen und

a, /3 zwei positive ganzc Zablcn, welche der Proportion:

a: <x —(> : ^

Gcniige leisten und setzl man wic ublich:

\/0 =
J^'

c^" dx-

,

so findot in yollor Allgemeinhelt die Gleichung Statt:

= (2;r)

,
„ «P-(c<+fi)

r(=-W/-?M7
+

-i

p/ A \
p

p+a \ Y
(k+2a\ p/ ;(+(p-l) a-\

(-)

Urn diese Gleichung ausschliesslich aus Grundon der Integral-

rechnung und zwar ohne Beniitzung von Ucihen herzuleiten, maehe

ich von der bckannten Formol Gebvauch , durch weleho der Loga-

rithmus der Garamafunction in Form eines bestimmten Integrals

dargestellt wird. Man erhiilt eine solclie Form, wenn man in der

Gleichung
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die Substitution

:

dk

log X

=/-. •''

lofj X dx

= /t (•-'—)

maclit und dio IntegratiorisfolfTo umtehrt, woboi diirin ^^|c) nls gomcin-

schaftlicher Factor lierausfntt, so dass man schliosslicli llndet:

d log r (/£)

Tit

Integrirt man nun dicso Gleichung nach k, indcm irian von dcm

Anfangswerthc Ic = 1 ausgcht und beachtet, dass \\i) = 1 ist, so

crgibt sich alsbald:

/.oo

- \ik —1 )(r'' A ^
.

^

t\ ^ ~(l + 0"%(t + {\\l)lo!,i\ + t)

Diese fiir das Folgondc nicht ganz gccignote Form liossc sich

unmittelbar vereinfacheri, wonn man sich eriauben wiirdo, das Inte-

gral zu zerlegen und den auf die beiden letzten Glieder sich beziehen-

den Bestandtbeil dadurch zu transformiren, dass man t fiir log (1+/)
setzte, und nachhcr die Integrate wicder in ein einzigcs vereinigte.

Da aber gegen die ZuJassigkeit dieses Verfahrcns Bedcnkcn in

Sehriften erhoben worden sind, und zwar aus Riicksiehten , dercn in

Art. 4 und 6 bereits Erwahnung gescliah, so wollen wir die gedaelite

Transformation auf anderm Wege zu bewirken suchen, welcher wohl

vollkomraen strenge ist. Setzt man A + 1 fiir k und zieht dann die

obige Gleichung von der hicraus entstandenen ab, indem man auf die

Formel

(*+') kV (*)

Riicksicht nimmt, so ergibt sich

:

/CO
\t

(1+0*+' %(1+0
und fiir h = i:

»=/4H- (1+0^ %(!+<);
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Multlplicirt man die letztere Gleichung mit A —i und zieht sie

danii von der friiherri fiir log V^k) ab, so findcl; man

:

log V^h)
dt

tlogii1-00 {1+0 1(1+0' 1 + < (1 + 0*

Transformirt man schliesslich dieses Integral, indem man

dt
1+^ = .^ ,- dx

1 —e—'^

—\k —t —

;

::

—

\dx.

sotzt, so gelangt man i)ald zu der Gleichung

log r(,3 ^j-^ [- - ^_^_^

wclclic nun die oben gedachte Form besitzt.

9.

Dieses vorausgesetzt wollen wir nun, der Ordnung nach, cinmal:

h k\h k + 2h ft + («—!)&

und dann

{ a a

ft k + a k + 'ia

6 1,
'

6

ft + (i3-1)a

fiir k sctzen und der Kiirze wegen

^ = i-(7)r('-?)r('-?)--ft~^')

B_r('-)r('+")r(^)...r(«tii;)

bezeichnen.

Die lotzteFormel des vorigen Artiliel iicfert dann wcnn man die

jeder Reihe von Werthen der GriJsse k cnlspreelicndon Gleichungeu

addirt, so wie auch die zum Vorschein kommendcn aritlimctisclien

und geometrischen Rcihen summirt, die beiden folgenden Glei-

chungeu:

/e—« (a a (a —1) b «

log A = / - k + .,
« —-r—--z•f J X la 'i a i —e—

^

+
i—e

i-e
ztt!'^"'
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log "=/#!-: 6 ' 2 6' 1—e-*-

+
.-G-i> - p-'^

i-c i -e

da,:

Sct/t maa in der crston dieser Gleichungen a.'V uiid in dor

letztern /jx fur :e, so wird man naeh einigen nahe iiegeiiden Vrnge-

staltungen finden:

(U (a r
, ,

ah~(a + b)\ a

X {aK. ' a ) 2

+

grtx 1

(1 —e—'«) (1 —e-*»)

'"^ *-/('{! (^+^^4^') l3,._.y

—

(/.V
,

iS

2 e*!^—

1

(1 —e—Pai^) e—'«

(l__(3-«^j(l —<»-«•«

Zieht man mmdiesG beiden Gleichungen von cinandcr nh und

berucksichtigt, dass vermoge der in Art. 8 vorausgesetzteii Pro-

portion: a: a = 6:/3

die Gleichungen: 1 = "
; Ba -^ af)

stattfmden, und dass also die beiden letzten Glicder dor zwei Into-

grale sich gegenseitig aufheben, so flndet man unmitteibar die fol-

gende Gleichung:

Oder, wenn man das ersfere Integral nach der entsprechenden

Formel des Art. 1 efTectuirt:
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=/

zur Lohre von den hostimmton [ntogriUcn.

A a / aft —(a f />)x a

407

«(.r 1

Das letztore Integral, auf dosscn niihere Bestimmung nun AUes

zuriickaofiilirt ist, iasst sich mil Ililfe einiger schon fruliei- abgelei-

teten Formein linden, woinit wir uns nun bcseliafligen werdcn.

10.

Von den verschiedcncn Wegon, welclie sicli zur Ermittelung

jenes Integrals bezeiehnen lassen, sehlagen wir den foigenden ein,

der, wenn auch nicht am nadisten liegend, doch am kiirzcslen znm

Zielc fiilirt.

Man setze in der am Schlusse des Art. 8 fiir log 1^*) angcfiilir-

ten Formel A: = - und bcriicksiehtige, dass, wie bckannt, I'd) = )/k

ist, so wird man finden:

-{ e-'^ H }

^^

X \ 2 e^-—i ^ e^—i
j

und , wenn man liierin einmal ax und dann bx fiir x setzt

:

I

ax —

1

lix/^ r ir"x •,

Multiplicirt man nun die erstc diescr Gleiehungen mit a und

die zweite mit j3 und zieht dann beido von einander ab, so crfolgt:

jdx ( a fl

+ /
— ^e'

X e«—

1

e6.r_l

Das erstere Integral ist genau das zu bestimmende; eliminiren

wir es aus dieser und der Schlussgleiebung des vorigen Artikels, so

ergibt sicb

:
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'.h~-(a
\

h) \ a

^
(a —/3) lofj n

Ul.T

dx
\

|Se'

C'lX —i

Wiis cndlifih das lotzlcre Intogr;il hctrilTt, so kann man sicli

loicht iiberzeugen, dass cs tinr dann eineri cndliclien Worlh liat,

wcnn die Griksson a, h, a, /3 in dor l)i.s]ici' vorausgesclzten I'ropovtion

zu einandcr stebon. Urn abor dicscii Wcrth sell)s(: zu criangon, sctzft

man |3 = -~
/>, und zugleich auch 2x fur x', so nimmt jenes Integral

die Form an

:

a Idx i beM

aj X (e'ii'--^ —1 pilLV j

in welchcrwir cs. Art. !), bctrachtet und vollstiindig bcstimmt haben.

Dem dortigen Ergebnisse zufolge erbalten wir:

"
(« —h) log 2 odor

.
(a—/3 j log 2.

2 a

Unsere Gleichung ist mm von Integralen giinzlich befreit und

heisst

:

A a/ ah—(a4-b)\ a \ , „ .
1 ,

log - 1- -{k + ^)% ^ - 2(« -(3)% ;r =
.^

(a - 13) log 2

oder, wenn man fiir A und B die friihoron Ausdriicke wieder eirisctzt:

log

i(«-/3J%2^ + (W.+ «l3-(« + lS)

)
^"^ 7a

' '^ •'
' Va "

' 2

Geht man von den Logaritbmen zu don Zahlcn iiber, so crgibt

sicb, wie man sicht, die in Art. 8 aufgestellte Gleichung, womit

also der Satz bcgriindet ist.

li.

Die Beziehung, welche soeben naehgewiesen wurde, seheint

der allgemeinste Ausdruck des .sogenanntcn Multiplications-Theorems
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zu sein, wclchos (siiic dor schonston Eigenschaften der liliilor'sflicti

Integralo zweitcv Ai-t darstellt. In dor That lasseii siuli alio bis-

lior bokaruilcn Forraen dcssolben als specielie Fiille aus unsei-er

Gleicliung abloiten.

Wirwollcii zuniichst a=aiiiid [3=/; sctzcn; daim findetsicb:

(2^^) (J
•i

Spceialisircn wir nocb woitor iind sctzcn b = i , sowie aiich

dcr Kiirzc wcgcn ka fur k, so crliiUt man bieraus:

r(.) r(*,
;]

r(.+^) .... r(*+^) - (2n)^^7V'"". r(*«)-

DiescletztereGleichungistbokanntund wurdc zucrstyon Gauss

in den Comment. Gotting. recent, torn II. a. 1812 durcb Betrach-

tung uncndliclior Producte gefiindon. Viel fruher ward bckanntlich

von Eulcr das nocli spociellcro Tbeorom entdeckt, welches man

erhalt, wenn in dem Gauss'schen k = o gesetzt wird. Urn dasselbe

auf kur/.oni Wegc ebenfalls herzustellen, denke man sich die letztere

Glcichuiig zuerst mit k multiplicirt und bcmerke, dass beziehungs-

weisc auf dcr linkon und recliten Scite dcrsclbcn die Ausdriicke

ki\icy = r(i+A) ; kr(„/c) = -r(i4-/«i)

I 1
filr k = o resp. in l\()= 1 und~r(i)= -iibergehcn, so dass maiiliat:

re)r(i)a!)-it^)

welches die Eulor'scbe Gleicbung ist.

Schliesslich miigcn noch einigc besondercFiille dcr allgemcirien

Gleichung erwahnt werden.

Setzt man in derselbcn k = o und bcriicksichtigt , dass der

Ausdruck

m
'(i)
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fur k=^o sicli dor Grenze - anschliesst, so findet man weitcr die
h

Gleicliung:

(xp-(a+p)

r(.')it';:)'f") it<'->T)

welclie aiich noch stattfiridet, werin man a = a, j3 =6 seLzt.

12.

T h e r e m. 15 e z c i v. lino n a, (>, k, m, u p o s i t i v o ( j r ij s s c n

und a, j3 zwoi posilivo j^anze Zaiilon, wolehe dor Pro-

portion:

a : a. =^ I) : ^j

G n (i g I e i s 1 11 , und s c t z t man

u = /e'"'-""" cos rx . rlx ; y = L'"'^-"''" sin rx . dx ,

—oo —oo

s d a n n

:

M3 -|- ^2 = n(„,,r) ; - == ©(m,,.) ,

so finden dio boiden folgcn den Gleichiingen Statt:

/A: r

" ^a a I ' \ a a) •' \ a a)

-f- arcfij (") -- -H.^ ^.
I -f

^ r Ion a =
V a a

'

a

It
I

a

+ arc(g j

yfc + (/3— 1)a rx |3

' D + *
' ^'^f ^'-

Wir worden imFolgenden anoh diese beiden neuen Gleichungen

nur aus Griinden der Integralrechnung und ohnc Einraischung des

Imaginaren herzuleiten suchen.



lur LeIiiM! von iI<mi liesdininlcn liitcgriilc". 411

Man golangt liicrzu am Icichtestcn durch Bctrachtung der

Relationen, in welelien die auf r bezogeneu Differentialquotienten

der Integrale u mid v zu einandcr stelion. Es isl namlich:

du—:= —/ x.e
dr

+ 00

,ma'

—

ne sm rx . dx

Da nun:

so folgt:

dv

dr

X

du

dr

COS rx . dx
* —oo

/.oo
dy

^

„ oo /' -l-oo

= / ~ I— ve-^'v + je'"^-
•'('+-")'-''° sin rx dal

+ 00

,.«..;-..(
I
+!,),'" cosrxdx

und wenn man fiii' x cine nouo Veranderlichc z, beslimmt durcli die

Gleichung

(1 -\-y) e" = 6'^
, a; = » —%(1 + y)

einfiihrt, zugleich auch bemerkt, dass alsdann:

g«a:-n(l+y)/
_ gl^^ ,.^ fljg ^ jj COS(r log (1 + i/)) —u sin (r log (1 + y))

li

—

a

SO erhalt man durch Substitution dieser Ausdriicke:

(1 + .iy)"«

'-\-00

^mx im+i/j'-
. C0.9 rx dx =

(1 + 2/)"'

dr

/-»oo

rf»/
(

?7 (-OX (r /«(/ il + »/)) —?* »•«'« (r Zo(jr (1 + y

y \ (1 + y)™

dv _ /rfy
I

dr -J y \

H ««"""

(1 + y)

u COS(r /o// (i + ?/)) + y «i"' (» log (1 + .v))

(1 + J/)"'

Multiplicirt man die crste dieser Gleichungen mit u, die zweite

mit » und addirt dann boide; multiplicirt man liierauf die erstc init v,

die zweite mit u und zieht dann beide von einandev ab, so ergibt sicli



412 Wi n c k 1 c r. Neuo Thcoreme

du

dr

.

Av
^ /'''/ sin (r log (\^

/-» OO

2/))

dv du cos Cr ioiyil 4- i/))

(1 +?/)»

odcr, wcnn man der Kurzc halber e" fiir I -\- y setzt:

d . log (?/,2 + ?)^)

rfr

dr

sin rx . dx

V

u
, I dx (

- == + /i h"-'" —e- con rx}

.

Alls diescri beiden Gleichungen liusson sicli zwei iindorc altlciloii.

Integrirt man namlich naeh r, von o bis r, iind bcKierlit dass fur r=o.

;'+<*' ,. cx>

dx
_I>0

und

V =

ist, so firidet man unmitlelbar die Glcicbungen:

log («^ + .0 = 2 %^r + 2
, ,_,_,

« I dx ( w

M ^ 1—e—̂
(

cos rx —i
dx

arctff

welche an sich bemerkenswerth erscheinen.

13.

In diesen beiden Gleichungen woUen wir nun der Ordnung nach

einmal

k k + h /£ + 26 k + (a—1 )h

aa a

und dann:

k k-\- a k + 1a

fiir m., —fiir r
a

b ' h ' h

k + (/3— i)a , r
(iir m, liir r

b b
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setzcii uiid dor Kiirze wegen bezeichiicn:

P = llf.*: , ^) I
|r*ll ,L].... iiC^«!z!J! , 1)

\ a a J \ a a J \ a a J

ferner

:

Addirt man nun die jedof Roihc von Wcrthen der Grosse m ent-

sprechenden Gleichungen und bildct zugleich ancli die Summon der

zum Voi'scliein kommenden aritlunclisclien und geometrisehen Rcihen,

so ergeben sich die folgenden vier Glcichungen :

log P = log A'^ \l( + -r-^l %n'^

r*oo

log Q = log B' —L[k^ __ a
p-1

+ 2

2 -) %w'

«—

1

C~"6
t^.i?

/>oo

-a.e"-"''"-

*=-iTZ;=^
^/S.^x-

a; . —- ,T

1—c °

sinlx e-S^ G—e-?"-^)

1—

e

woriii y< und B dieselbe Bedeutung wie in Art. !) baben.

Setzt man in dor crsten und dritten dieser Gleichungen ax fiir

X und in dor zweiten und vierten bx fur x, so ergibt sieb:
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log P -= loff A~ {jt -f
"

.r-6] lo(j n'^

%e = log B^ —̂ {/c + ^^^ a) log n^

+ 2
Ivosrx —

1

2'=)

(1—e—«^) (1—e-'^)

sin rx e—*-^ (1 ^—e—a''-^-),

1 —e—"^ ( X i_e-4.x-

fix sinrx e—''^(i —̂e—P'"'),

dx

da
xt-.tf"-""

J 1 —e—*^ (' 1 —e—a.r

Wenn man nun die erste und die zweite, sodann die driUe uiid

die vicrle dieser Gleieliungoii von einaiidei' abziolit und , wie in Arl. 12

geschchcn, voraussclzt, dass ffl/3 == ah sei, so orgibt sicii:

V A
log - - 2 log „ + (

jS —a ) log n
Ji

T—S: fdx
a e—««

i —e—"-'^ i_e— *»

odor, wenn man die; Wortlie von log und des iibrig gebliebenen

Integrals aus den Schlussgleichungen resp. der Art. 10 und 6

substituirt:

log
I

T—S

(a- /3) %^" + (2
^;

A + « /3 - (a + /3)) log
|

6
r log r log -

Sotzt man hierin die friilieren Ausdriicke fiir P, Q, T, S ein

und geht dann bei der ersten Gioieliung von den LogarilinTicii zu den

Zahlcn fiber, so erhiilt man unmittolbar die Gleiuiiungen, durch

welche der Satz des Art. 12 begrundet erscheint.

14.

Aus den Gleiehungen, weiche gelegentlich di(;ser Demonstration

erhalten worden sind , lassen sieb loieiit noeli einige weilerc Eigen-

schaften der Functionen 11 und ("J ableiten.
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Dio bcidcu lindglcicliuiigoii dos Art. 12 lieisseii, weiiii man

tlai'iu fur ii^ -\- v" und - die aiii^enoiiniKMio Bozoitduuing scstzt:

1
, „ ,

r(„o /"«-.« cosrx —i
- log IIa,,, ,.) = % h /^ • da;

I dx

Setzt man hierin m+ I fiif m und ziolit dann diose Gleichun-

g'cn von don ncu erhaltcnen ab, so crgibt sicli:

1 , 1I(.»+J,.) , TO , Idx

!!())», r)

dx

Fiihvt man dio Integration nacli don Fornieln des Art. 2 aus,

so erlolgt:

fix

J X

J
dx r—e—""' sm r.v = nrctq —

.-),•
"^ TO

Man erliiilt nun durcli Substitulion dicser Werlkc die Glei-

cbungen

:

n («-)-:l,r)

%(wf.!,/-)
=

--j— I1(»V,-)

TO—r (")(,»,,•)

Setzt man dagcgen in dcii beidon allgemcinen Gieicbiingon, von

wclcben wir obon ausgegang(ui sind, 1

—

m Ciir »/, und —r fiir r,

so ergibt sieli, wciiii man jono Gleichungen zu den ihnen entspre-

chendon iieueu addirt und bemorkt, dass 11 eine gerade, dagegen

eine ungerade Function von r ist:

Sitzb. il. raalhcra.-naturw. CI. XXI. MA. U. lift. 27
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i

—
-.

• ax
l_e-.r x

arctfj

e(m—1).» —p-

dx

Oder, da: IVorci-m) =
. -

sm mjr

SO kiinri man dicsc Gloichiuigeii iiach einigen Transformationeu in

folgcndcr Form schreiben:

1
—log II(m,r) II(i_«, r)

= ^0« T"

^00
/ e(2»"-0''' + e—(2'"— 1) i- 1 —cos 2 rx

,
- I —_ . dx
J e* —e.—x X

arctg fc)(,„,,) —iirckj 0(i_„,,,)

/.CO

L(2m-I}.v

J e^

—e—(2»' -!)* st»* 2rx

c—

X

<<J^'.

Nun land Poisson in dom „Mumuire sur la distribution dc

Tclcetricitc . . ." (Mem. dc i'lnstitut. Annoo 1811. 2" Partie) mittelst

Rcihcncntwickelung die Gleichung:

J\

Qitx -|. Q—ax

ex —e-
sin bx . dx = - •

qIik Q
—bK

t c'™ + luosm + c—'"t
ffl< + l.

Ich werde daraus, bios durcli Integration nach b und a andcre

Formeln ablcitcn. Liisst man daboi jcdesmal das Integral mit o anfan-

gen, so wird man obne Miibo linden

:

/
CM

-f-
e—«^' 1 —cos 6a; 1 , e''" + 2cosajr + e—6t

dx = —Ion
3 -^ 2(1 I- cos ffln-)e- X

&''

J &^

(,ax —c—ax sinhx

-^ X

/C"t J «ffx

dx = ardy y^^^^ tang
-^ ]•

Es lasscn sicli also die beidcn Integrate angcbcn, auf wclche

wir obcn gefuhrt worden sind. Setzt man niimlicli

a = 2m—1 und = 2r
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r

iind i^olit (hum in dcr ersloii Gleicliuiig von den Logai'itliinen zu den

Ziihlcn, in dcr zweilen diigegen von den l5ogeii 7A1 den Tangenten

iiliei-, so gelnngl: man zn iliin folgenden liclationen:

IT 11 _ ^»Z
^ ^ e-™—2cos2»t:r-|-e— ^''t

B(m, !) —0( I—«>, r) 1 —<;2'-^

- ,,-- - =i cotaniK
1 + (")(m,r) (-)(1— )«, !) t + C-™ '

welciie so lange gelten , als o < m< 1 ist.

VVir Ciigen liier nocli die Gleiclnmgen bci, welelio sich aus

Aii. 12 als spuciolle Fiille fi'ir a = a, ^ = /) = \, k = ma ergeben.

Selzt man aussordem noeh ra an die Stelle von r, so crhalt man

jene Ijeide Gleichungen in der folgenden Form:

ll('";') Iff"'+ -, ') Iir™+-, rV . . l[|,«-f -111, ,\

(2jr\'' —

'

1 I

- I • a'-"'""ll(«w,ra)

arctffi^O»,r) -j- aretiji i'^('»i -, ') + nrctg (")[<«+
^

»

''
J + • • •

+ arctg 0j»i-) -, /•) = nrclg W(""f, ;«) —ra log a

worauf wir alsbald zmiick itonmicn werden.

IK.

Die FimelioM II las.sl sieb Rir oinigo siicciellc Wei-|,he von m
niiber beslimmen. Selzt man in doi- erslen der soeben erbalteiien

(ileiciinngen m == - , so ergibt sicli:

Ansserdcm liissl sicb leicbt zoigen, dass jene Fnnclion Inr alle

positivcn ganzen Zalilenwertbe von m gefiimlen werden kann. Setzt

man zu dem l^lnde zuniielist m= 1 , so folgt:

1 , ,, ,
/I —cosrx dx

t ' ^ ' ' '' J fil —

1

X

Man kana das letztere Integral aus einem andern ableiten,

welches Poisson am oben angefiibrten Orte fand, und wonacli

27*
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A
sin ax 1 ( e"^ + e—"^ 1

-- «.P = - <rr

Integrirt mail diese Gleichung nach a, von o angofaiigeii , so

orgibt sich:

/-
1 —cos ax dx I c™—e—""

. —-. _
if)f.

c'' —i X 2 •'' ZaK

Set'/A man also « = r, siibsfitnirl: claim den Inlcgralwoi'lli in dio

obige Formel und gcht von den LogariUimen zu den Zalilcn iibei",

so findct man

:

Dies vorausgesetzt wollen wir in dcr obcn crhaltencn Gleichung:

^(m+i, r) = ;; Hfm., r)

dor Ordnung nach 1, 2, 3, . . . m—1 lur m selzte und dann alle

entsprechenden Gleichungen mit ciaander multiplieiren.

Man erhalt daraus das folgendc Residlat:

II, (>», r)

tfim.
VI -'VI 7 Viv J J

i-K />—rit

1 3 !i 7
Sctzt man dagcgen —= -. -. —i

'' ^ 2 2 2 2

2m-- I

iui' m, muliipli-
2

'

cirt aboi'mals die entstehcnden Gleichungen in eiiiaiider, so (indel

man die wcitere Bestimraung:

n(..,i.,)

Vi'w m^=o (U'hiiK; man Cei'iier:

f'lm. —I \ 3\ 2jr

-(. c—''u
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odor, weiiii inan (Icii Worih von n(i^,.) einsetzt:

410

llfo,)

2;r

io,r)
=

r e'~^ —e—

™

Scliliesslich wollcii wir in dor. Art. 14, fiir die 11 Function

gefuudcncn Gloichung sctzeii

:

JM = 0,

so geht jcnc Glcichung iibcr in die folgcndo:

2k\«— ' c™—e—

™

|ia-)ne-)"fr')-ii(^-)=(7:) ?/w (1— nm

(A
--. r\ dor oI)ou

gcfundenc Ausdruck wiedcr, woduroh die Rcsultate vcrificirt sind.

16.

Die Function 11 lasst sich fcrner in cin unendliclics Product

cntwickcln. Wcnn man namlich in der Gleiehung:

1
, TT ,

I\»")
. / e—»" cos rx —1 ,- log n,,„ ,.) = Ion -^-^

-f /- . _ dx

das rcclitcr Hand stohendc Integral unter der Form:

leosrx —1/ cos rx —t (

f,-m.r _^ ,,-(m+)).T
_|_, ^,-(,„,+2)r _|_ d.v

lietraclitct, und bcriicksichtigct, dass vcrmijgc ciner in Art. 2 ent-

wickclten Formcl

:

/
cosrx~i , , , t (m-i-sV

so wird man
, durch wiederholte Anwendung der letztorn und wenn

man schlicsslicli von den Logarithracn zn den Zahlcn iibergelit, die

folgende, slots convergirende Darstcllung durch ein uncndlichcs

Product eriialten:

(«« + 1 )2 (m -f 'zy

r^ -i to'-' r» + (m -f. l)*! r' + (w + 2)*
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l*]s ist indesseri iiiclit scliwor oino Roilicncntwiclf ehuig

liici-fiJr smzugcljcn, werin man vorhor l)nmoi'kl; iiat, dass sich die

Function II in ganz andorer Wciso ais bisher voraiisgesetzt wurde,

durch ein einziges bestiramtcs Integral darstellen lasst. Das Euler'sclie

Integral crstcr Art hat die Form

:

X
Man setze hierin t —hc;-^'

und a = m -f- r V—\ , ^y = m—r V'~i

so wird man alsbald die Gleiclmng finden:

['-
V^l.

dx = •

1 r(Bi-|-rl/^r) r(m_r'K— i)

Behufs der Trennung des Reellen von dem Imaginaren bemerke

man des Weitern, dass mit Riicksiebt auf die in Art. 12 eingefiihrten

Bezeichnungen:

u -\- V V—1

oder also es ist:

^/^ ,(wi-|-r1/— 1).r —m" Jrg

l\,n-rY^i) = ('« + nV
woraus folgt:

1)

+'•1/-

m^ (m3 + »2) = /^S"'
n(„.,,) .

Man hat daher die bciden folgcndcn Relationen:

cos rx dx

—oo ('•

/
sm ra; da;

+o

= -|- w"' c«.s' (r ^«^ w)

=• —?«'" sr« (r log ti)
,

diirch w'clchc also die bciden Intogralo auf die Function 11 zuriick-

gcfiihrt sind. —Riicksiclitlich dor erwiihnten Rcihoncntwickclung

wollen wir uns nur unit dem crslern besehafligen. Die Function untcr

dem Intcgralzcichcn ist eino gcradc Function, man kann also auch

schreibcn

:
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2r(-2m)
/

»
rfa?

Ha nun:

1 f

e—""' cos rx
I

2»t
^,_(,„,+i),i-

_|_

(w + e—'O^'

2OT(3jn + l)
^,-(.n+2),f

, COS rw
\.n ' 1.2.M

SO folgt, wonn man jedes Glied dicser Entwickelung iiacli der bekann-

tcn Formol zwiselicn den Grenzen o und oo integrirt und dasErgcli-

niss (laim in die vorliergehende Formel cinsetzt, die gcdaclite Reilie

in der Fomi:

2r(2m,)
(

m 2m m+i 2m(2m+ l) mf2
n^"'cos(rlogii]lr~i-m~ i.it ^^'((m + l)- i.'i.n'^ r^-\-(m+'i)"

Was die Giltigkcit diescr Rcihe bctrilTt, so convcrgirt sic

olTenbar so lange m uiclit grosser und u iiicht kleiner als die Einhcit

ist. —Sctzt man m= 1 und substituirt fiir 11(1^^) <3en in Art. IS

gofundenon Worth, so erhalt man nocli die bemerkenswerthe Reihen-

summirung

:

.+
1 1

n

2a 1 3^ 1

ra + 2a
' n' »-2+3^ «"

4^

r^ + i^ ^a_|_4a

nrrc cos (r lor/ n)

(j,nc —g—r-K

Man kann iiir cine andcre Form geben, wcnn man sio von der

Gleichung

:

11 ll.a 11 !

n

1 +11

1 1 1 1 1 i

n n

abziebt. lis ergibt sich dann

1

_ 1 j 1

r^ \i+n <'.'''' —«—''''

Sclzt man beliufs dor Verification 7i —\, so ergibt sicb die

Enbir'sclie Reibe, vvclclier in Art. K Erwiibnung gescbab mid weh-lie

also niir einen speeieUeii Fall der oben gefnndonen dar.stellt.

rir cos (r log ri)
\
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17.

Die Ausdriicke log n(,„,,.) und arclji (")(„,,,,) bositzeii fonicf die

Ein^erischiift, dass sie, riauh m zwisclicn don Grcnzcu mid I

iiitcgi'irt, eineri gaii/ diiiTli elomcntaro Functioiiori darstellbaren

Worth anneliinen. Dies ist seiijst dann nocli dor Fall, wenn man an

die Stclie von m den Ausdi'uck a-\-x sctzt iind i)ci dor Integratioi

nur x als veriinderlieh betraclitcf.

In dor That hat man ans dem Fn'iliorn die Gleichuiif:?

:

- I tog U(a+x,r^ dx = —log u . I (a -f- ,/) d.v

'o II

/, r, , / i—cosry (111 /

(I
'^

odor naeh eiiiii^en Abla'ii-zunfTen :

—[a + .^)
log n + J

log l\„,
, ,,, d.r —j e-<»J ^~-^^ dy.

Dei- Worth des letztcrn Integials ist in Art. 2 iiiimittclhar gcge-

i)en; fiihrt man denselben ein iirid multiplieirt (h'e Gleichung dnrch-

gehends mit 2, so findet man:

7^Ĥog ]l(«+.r,,) dx = —(2ffl + 1) log n

+ a log (l -1-
-^ j - 2 r nrctg

^ + 2 / log J\,.^.r) dx.

Die Wcrthbcstimmung des aliein noch ubrig geblicbenon

Integrals riihrt von Herrn Professor Raabe her nnd bildcl; den

Gegensland zweicr Abhandiiingen desselbon im 2!j. und 28. Hand des

Journals von Crelle. Es scheint nielit obno Interesse, zu zeigen.wie

man dnreh eine etwas versehied(Mie nelrachtiingsvveiso vici scbncller

zum llesultato gchingen kann. JJczoicliiien / und /x zwei positive ganzo

Zahlen, so hat man zufolge des in Art. U begriindetcn Gauss'schon

Theorems die Gleichung:
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^
%

'X"+ ') ^
(a

~ ^'') '"' '"^ + ''7'' ^"'^ ^^ + %iViu').

1
Mulliplieirl nutii dicsc mit iiiul setzt:

V-

i i + i
- == a; > = .* -f- Ax,

lolylicli

1
: A ,'*,

(A

so gchi; sio

1

liber iii die folgende:

^ III
2 loff r (,,+:,) A,;t' = (- —

,^ j %2n- + ^% T\|,«) —1^« %/J-)

1

Liisst man nun /;i nnoiidlicli gross worden, so gcht A.v in dx
und die Sninme linker Hand in cin beslimintes Integral (iber, das

letzto died recbler Hand verscliwindel; nnd man hat:

/ %r,„ ,., d.v = ^iog2. + r'!i'MzJi!!f!^l

Da nun, nacli friilieren Ergebnisscn:

J[JL~00 .

%1:
fdx

\{li.a —1
)«-'

—

und

so folgt:

log [i

p 00

idx ^

l>HI ^{\t-") —[>-n leg [I-

00

= / —la e ^^ e—

^

>

Je grosser der Worth von [x ist, nm so niihcr kommt jodes

Glied des Ansdruckes unter dcm Integraizciehen der Null und zwar

in einem urn so stiirkorn Grade, jo mehr a- von Null verscliicdcn ist.

Li'tsst man ;x olnic Eudo wachsen, so wird also die Summc jencr

Glicder, und folglieh auch das Element des Integrals, nur fur solche

sohr kicino Wortlic von x cinen von Null verschiedenen Worth
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auiiclimcii, fiir wolclie /j(.,r riicht nncndlich gross wird. —Mit Riick-

sicht auf dicsc Bemcrkung ei'schoinl: os zvvcckmiissig , e-"' wo solclics

in dem gcdaehten Ausdruckc vorkommt, in cino Rcilic zu cntwiekcln,

von welchci- alsdann, da nur vcrschwindcnd kleinc Wertho von x
in Bctracht kommcn, audi nur die l)eiden crstou Gliedor zusanunen,

niinilich 1 —x, von Einfluss scin wcrden. Hicrnach bctraclito man

das obige Integral in dor Form

:

l_e— |^n.r X
ac-v-"^ 1 1-

y.x (J.

sctzc X fiir (xx und, wonn dies gcschehen, fx = oo, so erIiiiU man:

00

f log r((,a) —̂ ft loff ^^ ^ rdx /- _^ i _,;-«..v

L (A J|ji.=(x ^ .r V X J

Dcr Werth dieses Integrals lilsst sich aus Art. 2 unraittelbar

cntnehmen, und ist

= a ln(f a —a.

Dies vorausgesetzt liat man also, vvie Ilerr llaabc land, die

Gleichung

:

/ locf r(„+.[.) dx = - lof) 2k + « ff>!/ «

und Iblglieli, wonn man dieses Ergcbniss in die I'nihero Gleielumg

einsctzt

:

,1

fi
log Il(n+.T,r-) dx

= log Itz —(2 rt + ! ) loQ w + « log (n'^ + ''") —2 m—nretg -

.

Eine ahnliche Eigensehaft kotnint dem Ausdruck arctg t)(„^.r,»)

zu, wic nun gezeigt werden soil.

Aus dcr letzten Gleichung dcs Art. 14 folgt, wenn man a fiirm

und /x fur a setzt:

|X-/

2 arctg („+'.., A = —'• !' %/^ + «»'''^//
*^("i'^,'|.)

\ [• J

odor, wenn man mit— multiplieirt und wieder
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setzt

:

= X = A X
^^

i

—

I'-

X (irelg (")(„+,,,,-) Ax ——r /or/ (x +
arctg 9(«|)., r|j.)

.

Liisst man (x nnciullicli gross wcrdon, so oi'gibt sicli, itluilic)i,

wio ill! vorhin beh-achtotcii Fallc:

/*
r —j-(* iojf (A + «/-f/,(y 0(n|j., ,|ji)

-1

Da nun zufolge frtihercr Forraeln

:

/lOO

rix lofj /J. == / - ---^<rfj.6'"~"'"
—

so liat inan

—rn log (A + arc^jr 0(ffliA,)-|i)

g-r)|i.T
SOI, r[i3;

^j[jl(j( —ne^ )

i,..^,|x(«-n(!».) ^-av-x
Sin rii.x

Lasst man nun auch liiorin p. olinc Endo wachsen, so ist aufder

Stelle klar, dass der Aiisdrnck untci- deni Intcgi'alzeiehen nur fiir

beliebig kleine Werthe von x oinen von Null verschiedenen Werth

ci-lialt, und dass demnacb bei dcr Bildung des Integrals nur solcbe

sobr klcino Wcrtbe von a? in Frago kommon konnen, fiir welcbe p-X

niclit vorscbwindet.

Auf diese Bemerkung gesttitzt kann man die bcidon Potenzen

C'"^ und e^ nach dcr gcvvobnlichen Form entwickcln, wobci aucb bier

nur die zwoi crsten Entwiekelungsglieder zu beaebtcn sind. Das

Integral gcbt dann iibcr ia:

Idx (dx 1 sin rixx
Y^,-i.|j.,r ^,-nji.r

, [ 1_

und man hat folglich, wenn x fur ixx und bicranf p. = oo gosetzt

wird, die Gleicbung:

L fi ..l|X:=<» .'„ •<• (

'

X
)
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Dcr Wcrtli dieses Integriils ist in Art. 2 gegcbcn, so ilass man

das woitere [{csultat crliiilt:

,1

I
ar ct(j (s)(rt-f.T,r) dx = - log

a* 4- r"
-\- a arctff r.

n' "a
(/

wodurcli nun die im Eingange dieses Art. aufgcstclltc IJehauptung

erwiescn ist.

18.

Wenn sich zwischeri den Funetioncn 11 und C") riicksiehtlich der

soeben und friihcr in Art. 12 bcgnindeten Eigcnschaften eine gewisse

Analogic zcigt, so bogegnet docb die Frago, ob f> audi Eigenscbaf-

ten bcsitze, wclchc den fiir 11 in den Art. 14, 1I> und IG nacbgewio-

senen als parallel zu bctracbten wiiren, einigen Schwierigkcitcn,

worauf ich bei einer andern Gelegcnbeit zuriickkommen wcrdc.

Zwiscbcn den Funetioncn II und F bestebt zvvar, wie wir

gescben, cin Zusammcnbang, wclcben das Iinaginiire vennittelt, aber

es ist gleicbwobl die Function II wesentlieh allgemeiner als jene P :

die orstere hangt von zwci ganz getrenntcn Constantcn, die letz-

tcre dagegen nnr von ciner einzigcn ab, und beide fiibren nur in dem

besondcrn Fallc, wcna r = u, vcrmijgo der Gleicbung

auf cinandcr zurilck, wiibrcnd im Ubrigcn, wic in dieser Abbandliing

gezeigt wordcn ist, die Function 11 allc jcnc intcrcssantcn Eigcn-

scbaften, nur in allgemcincrer Fassung, bcsitzt, durcb wclcbc die

speciellerc Gammafunction die Aufmcrksamkcit der Matbcmatiker

auf sich gezogen bat.


